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Аннотация. 
Актуальность и цели. Многозначная логика предоставляет широкие воз-

можности для разработки различных алгоритмов во многих областях и с успе-
хом применяется при решении многих задач и во множестве технических раз-
работок. Этим объясняется интерес к различным моделям вычислений, среди 
которых важное место занимают схемы из функциональных элементов. В этой 
работе продолжается исследование ненадежности схем, реализующих функ-
ции k-значной логики (k ≥ 3), а ее цель – выявить свойства подсхем, вероятно-
сти ошибок которых определяют нижнюю оценку ненадежности всей схемы. 

Материалы и методы. В работе используются известные методы дискрет-
ной математики и математической кибернетики для получения оценок нена-
дежности схемы и для оценки числа функций специального вида.  

Результаты. Для произвольного k ≥ 3 найдены подсхемы, по вероятностям 
ошибок которых можно оценить ненадежность всей схемы, причем суще-
ственно расширен класс функций, реализуемых этими подсхемами. Расширен 
ранее известный класс таких функций четырехзначной логики, что для любой 
схемы, реализующей функцию этого класса, выполняется нижняя оценка не-
надежности в базисе Россера – Туркетта. 

Выводы. Вероятности ошибок некоторых подсхем определяют нижнюю 
оценку ненадежности всей схемы. 

Ключевые слова: функции k-значной логики, ненадежные функциональ-
ные элементы, синтез схем из ненадежных элементов. 
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ON ERROR PROBABILITY  
IN ONE MODEL OF COMPUTATION 

 
Abstract. 
Background. Multivalued logic offers ample opportunities for development of 

various algorithms in many fields. It is successfully applied for solution of many 
problems and in many technical developments. These facts explain an interest to 
various models of computation, including circuits compiled of functional gates. The 
present work continues researching unreliability of circuits realizing functions of k-
meaning logic (k ≥ 3); the aim of the work is to reveal properties of sub-circuits, er-
ror probability of which determines the lower value of unreliability of the whole cir-
cuit. 

Materials and methods. The study was based on the well-known methods of dis-
crete mathematics and mathematical cybernetics that provided values of circuit un-
reliability and allowed to assess a number of functions of special type.  

Results. For a random k ≥ 3 the author has found sub-circuits, the error probabil-
ity of which enables to assess reliability of the whole circuit, while the class of func-
tions, realized by the said sub-circuits, has been significantly expanded. The previ-
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ously known class of such functions of four valued logic has been expanded in such 
a manner that any circuit, realizing the function of this class, holds the lower value 
of reliability in the Rosser-Turkett basis. 

Conclusions. Error probability of some unreliable sub-circuits determines the 
lower value of unreliability of the whole system. 

Key words: k-meaning logics functions, unreliable functional gates, synthesis of 
circuits composed of unreliable gates. 

Введение 

В современной технике и математике в подавляющем большинстве 
случаев используется двузначная логика. Основные модельные объекты, ра-
ботающие на основе двузначной логики (например, схемы из ненадежных 
элементов [1–3], неветвящиеся программы [4]) на данный момент являются 
достаточно хорошо изученными. Многозначная логика предоставляет более 
широкие возможности для разработки различных алгоритмов во многих об-
ластях. Этим объясняется интерес к различным моделям вычислений, среди 
которых важное место занимают схемы из функциональных элементов.  
В этой работе продолжается исследование ненадежности схем, реализующих 
функции k-значной логики (k ≥ 3). 

В работе [5] описаны функции k-значной логики, схемы которых можно 
использовать для повышения надежности исходных схем, а в [6, 7] построены 
асимптотически оптимальные по надежности схемы в базисе Россера – Тур-
кетта при k = 3 и 4 соответственно. При синтезе асимптотически оптималь-
ных по надежности схем возникает задача получения верхних и нижних оце-
нок ненадежности схем, реализующих функции k-значной логики (k ≥ 3).  

Цель этой статьи – выявить свойства подсхем надежных схем, с помо-
щью которых можно получить нижнюю оценку ненадежности всей схемы. 

1. Основные понятия и определения 

Пусть n N∈ , {0,1,2,..., 1}kE k= − , а kP  – множество всех функций  

k-значной логики, т.е. функций 1( ,..., ) :( )n
n k kf x x E E→ . Рассмотрим реали-

зацию функций из kP  схемами из ненадежных функциональных элементов  

в произвольном полном конечном базисе B.  
Будем считать, что схема из ненадежных элементов реализует функцию 

1( ) ( ( ,..., ))n n
nf x x x x=  , если при поступлении на входы схемы набора na  при 

отсутствии неисправностей в схеме на ее выходе появляется значение ( )nf a . 
Предполагается, что все базисные элементы ненадежны, переходят  

в неисправные состояния независимо друг от друга, а сами неисправности 
могут быть произвольными (например, инверсными или константными). 

Пусть схема S  реализует функцию ( )nf x , na  – произвольный вход-

ной набор схемы S , ( )nf a = τ . Обозначим через ( , )n
iP S a  вероятность появ-

ления значения i  на выходе схемы S  при входном наборе na , а через 

( )
( , )n

n
f a

P S a≠τ   – вероятность появления ошибки на выходе схемы S  при 

входном наборе na . Ясно, что  
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1 2 1( )
( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n

n n n n
kf a

P S a P S a P S a P S aτ+ τ+ τ+ −≠τ = + + +     .  

Отметим, что в выражениях 1τ + , 2τ + , …, 1kτ + −  сложение осу-
ществляется по mod k . 

Например, если входной набор na  схемы S  такой, что ( ) 0nf a = , то 

вероятность ошибки на этом наборе равна  

1 2( ) 0 1( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n
n n n

f a k
nP S a P S a P S a P S a−≠ = + + +     . 

Ненадежностью схемы S  будем называть число 

( )
( ) max{ ( , )}n

n
f a

P S P S a≠τ=   , где максимум берется по всем входным набо-

рам na  схемы S . Надежность схемы S  равна 1 ( )P S− . 

2. О нижних оценках ненадежности схем 

Пусть ( )nf x  – произвольная функция из kP . Обозначим через fE  

( f kE E⊆ ) множество значений функции f . Пусть S  – схема, реализующая 

функцию f , причем в схеме S  можно выделить подсхему D , которая имеет 
один вход и содержит выход схемы S . Поскольку D  имеет один вход, очевид-
но, что она реализует функцию ( )yχ  одной переменной y. Пусть функция ( )yχ  
принимает все k  значений. Обозначим через C  подсхему, получаемую из 

схемы S  удалением подсхемы D . Пусть схема C  реализует функцию ( )nh x . 
О схеме C  будем говорить, что она надежнее схемы S  (и получается 

из схемы S  удалением подсхемы D ), если выполнено неравенство 
( ) ( )P C P S< .  

Схему S , реализующую функцию f , будем называть bc -схемой, если 
из нее нельзя получить более надежную схему удалением подсхемы, реали-
зующей функцию одной переменной. 

Обозначим через ( )kw Eσ σ∈  вероятность появления ошибки на выхо-
де схемы D  при поступлении на ее вход значения σ . 

Справедлива теорема 1, которая обобщает ранее известные аналоги 
этой теоремы для k =3 и 4 [6, 7], причем не только на случай произвольного 
k , но и для произвольной функции ( )yχ , принимающей k  значений (в рабо-
тах [6, 7] ( )y yχ ≡ ). 

Теорема 1. Пусть схема S , ненадежность которой равна ( )P S , реали-
зует функцию f  и является bc -схемой. Пусть в схеме S  можно выделить 
подсхему D , имеющую один вход, содержащую выход схемы и реализую-
щую функцию ( )yχ , принимающую все k  значений, с ненадежностью ( )P D  
( 0 ( ) 1 / 2P D< < ). Тогда верно неравенство 

}

2 (

min
( )

)

{
,

P D

w
P Sσ ≤  

где минимум берется по всем kEσ∈ . 
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Доказательство (от противного). Пусть для схемы S  и реализуемой 
ею функции f  выполнены условия теоремы. Без ограничения общности 

можно считать, что функция f  зависит от n  переменных 1,..., nx x , т.е. 

( )nf f x=  .  

Допустим, что утверждение теоремы неверно. Тогда при всех kEσ∈  

2 ( )
( ).

w
P

P D
Sσ >  

Поэтому верно неравенство 

2 ( )

2 ( ) 2 ( )

(1 )
( ) .

P Dw w
w P S

P P
w

D D
σσ

σ σ
−− = > −  

Следовательно, 

 
( )

2 ( ) 2 (
.

)1

w

P

S w

P D

P

D
σ σ−>

−
   (1) 

Пусть na  – такой входной набор схемы S , что ( )nh a = σ  и 

( )
( , ) ( )n

n
h a

P C a P C≠σ =   ( hEσ∈ ). Обозначим через τ  значение функции 

( )nf x , т.е. ( ) ( ( ))n nf a h a= χ = τ  . Найдем вероятность ( , )nP S aτ   появления τ  
на выходе схемы S : 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , 1) ...n n nP S a P C a P D P C a P Dτ τ + τσ σ= σ + σ + + +    

1( , ) ( , 1)n
kP C a P D kσ+ − τ+ σ + − =  

1

1

( , )(1 ) ( , ) ( , )
k

n n
i

i

P C a w P C a P D i
−

τ σ+ τ
=

σ= − + σ + =   

1 1

1 1

1 ( , ) (1 ) ( , ) ( , )
k k

n n
i i

i i

P C a w P C a P D i
− −

σ+ σ+ τ
=

τ
=

 
 = − − + σ + =     

     

1

1

1 ( , )( 1 ( , )) .
k

n
i

i

w P C a w P D iτ τ

−

σ+ τ
=

 = − + − + σ +    

Тогда вероятность появления ошибки на выходе схемы S  равна 

1

( )
1

( , ) ( , )(1 ( , ))n

k
n n

if a
i

P S a w P C a w P D i
−

σ+ τ≠τ τ
=

τ  = + − − σ + ≥     

1 1

1 1

( , )(1 ( )) (1 2 ( )) ( , )
k k

n n
i i

i i

w P C a w P D w P D P C a
− −

σ+ στ τ
= =

τ +   ≥ + − − ≥ + − ≥       

(1 ( )) ( ),w P D P Cτ≥ + −  
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т.е. верно неравенство  

 
( )

( , ) ( )(1 2 ( )).n
n

f a
P S a w P C P D≠τ τ≥ + −    (2) 

Из соотношения (2) следует неравенство  

 ( )
( , )

( ).
1 2 ( )

n
n

f a
P S a w

P C
P D

τ≠τ −
≥

−
 

  (3) 

Учитывая (3) и (1), получаем неравенство 

( )
( , ) ( )

( ) ,
1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( )

n
n

f a
P S a w P S w w

P C
P D P D P D

≠ τ τ ττ − −≤ ≤ <
− −

 
 

тогда  

 2 ( ) ( ) .P C P D wτ− > −   (4) 

Из неравенства (2), учитывая (4), следует 

( )
( , ) ( )(1 2 ( ))nf a

P S a w P C P Dτ τ≠ ≥ + − =  ( ) 2 ( ) ( )w P C P C P Dτ + − >  

( ) ( )w P C w P Cτ τ> + − = . 

Таким образом, получаем неравенство 
( )

( , ) ( )n
n

f a
P S a P C≠τ >  , из кото-

рого следует неравенство ( ) ( )P S P C> , что противоречит условию. 

Теорема 1 доказана. 
Покажем, как можно использовать теорему 1 для доказательства ниж-

ней оценки ненадежности схем, например, в базисе Россера – Туркетта при 
4k = . 

3. Нижние оценки ненадежности схем в базисе Россера – Туркетта 

Рассмотрим реализацию функций из множества 4P  схемами из нена-

дежных функциональных элементов в базисе Россера – Туркетта 

0 1 1 1 2 1 3 1 1 2 1 2{0,1,2, 3, ( ), ( ), ( ), ( ),min{ , },max{ , }}J x J x J x J x x x x x  ( 1 2min{ , }x x  бу-

дем также обозначать через & , а 1 2max{ , }x x  – через ∨  [8, с. 46]). 

Обозначим через 1( )K n  множество таких функций четырехзначной ло-

гики, зависящих от переменных 1,..., ( 3)nx x n ≥ , что каждая из этих функций 

принимает все четыре значения 0, 1, 2, 3 и не представима ни в виде 

( )n
mx h x∨  , ни в виде (& ,)m

nx h x  ( {1,2,..., }m n∈  ( )nh x  – произвольная 

функция четырехзначной логики). Пусть 
3

( ).1 1
n

K K n
∞

=
=   Ранее доказаны 

утверждение 1 и теорема 2. 

Утверждение 1 [7]. 
14 3·4 4

1| ( ) | 4 2 4 4·3 .
n n n

K n n
−

≥ − −  



№ 4 (36), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 17

Теорема 2 [7]. Пусть функция 1f K∈ . Тогда для любой схемы S , реа-
лизующей f , при (0,1 /1000]ε∈  верно неравенство  

2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε . 

Покажем, что множество 1K  можно расширить. 

Обозначим через ( )K n  множество таких функций из 4( )P n , зависящих 

от переменных 1,..., ( 3)nx x n ≥ , что каждая из этих функций принимает не 
менее трех значений, среди которых 0  и 3 , и не представима ни в виде 

( )m
nx h x∨  , ни в виде ( ) ( {1,2,..., (& }, )n n

mx h x m n h x∈   – произвольная функ-

ция четырехзначной логики). Пусть 
3

( ).
n

K K n
∞

=
=   

Утверждение 2. 
14 3·4 4| ( ) | 4 2 4 2 3 .

n n n
K n n

−
≥ − − ⋅  

Доказательство такое же, как в утверждении 1, отличие лишь в заклю-
чительной части: оценим число функций, принимающих не меньше трех зна-

чений, среди которых 0  и 3 . Для этого из всех 44
n

 функций удалим функ-

ции, принимающие только значения 0  и 3  (их 42
n

), а также те функции,  

которые не принимают значение 0  или значение 3  (их 4 4 43 3 2
n n n
+ − =  

4 42 3 2
n n

= ⋅ − ). 
Очевидно, что при всех 3n ≥  имеет место строгое включение: 1( )K n ⊂  

⊂ ( )K n , из которого следует класс ( )K n , также как и класс 1( )K n  содержит 

почти все функции из 4( )P n .  
Справедлива теорема 3 о нижней оценке ненадежности схем, реализу-

ющих функции из класса K . 
Теорема 3. Пусть функция f K∈ . Тогда для любой схемы S , реали-

зующей ,f  при всех (0,1 /1000]ε∈  верно неравенство  

2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε . 

Доказательство такое же, как в теореме 2 [7]. 
Из теоремы 3 следует, что любая схема, реализующая функцию f K∈ , 

функционирует с ненадежностью, которая асимптотически (при 0ε→ ) не 
меньше 9ε .  

Вывод: вероятности ошибок некоторых подсхем определяют нижнюю 
оценку ненадежности всей схемы. 
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